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V.5 Statistischer Modellversuch

V.5.1 Gegenstand des Versuches

Anhand von manuellem und am Computer simulierten Wirfeln werden
Wahrscheinlichkeiten, Verteilungen und Streuungen demonstriert und die
1dealisierten theoretischen GroéBen (fir unendliche Zahl an Versuchen) mit den
gewonnenen praktischen Daten (aus N Versuchen) verglichen.

AuBlerdem wird als Anwendungsbeispiel ein Simulationsexperiment zur
Diffusion (Brown’schen Bewegung) durchgefiihrt und in Analogie zu einem
realen Experiment ausgewertet.

Die experimentellen Details und die verwendeten Formeln sind jeweils im
Zusammenhang mit den Daten erklart.

V.5.2. Wiirfeln als statistisches Modellexperiment

Es werden 60 Wiirfe mit je 4 Sechser-Wiirfeln durchgefiihrt. Als Protokoll wird
notiert, wie oft jede Augenzahl aufgetreten ist und wie hoch die Summe jedes
Viererwurfes war (siehe Tabelle ,,Daten®, letzte Seite).

Das Experiment kann unter vier verschiedenen Aspekten betrachtet werden,
wobei jeweils eine andere Grol3e als statistische Variable dient.

a) Untersuchung der Haufigkeit (a) des Auftretens einzelner Augenzahlen
Anzahl der Messwerte: 6 (fiir die sechs moglichen Augenzahlen)
Messwerte: (siehe Tabelle ,,Weitere Daten: Augenzahlen®)

Mittelwert: a* = 39,833

Berechnete Groflen:

Erwartungswert: <a>= 240 * (1/6) = 40

Standardabweichung: s(a) = (240 * s(i) = 5,7738

(mit s(1)? = p(best. Zahl tritt auf) * (1-p(tritt nicht auf)) = 1/6 * 5/6 = 0,1389;
also s(i) =08 (1)2 =0,3727.)

Diagramm: Haufigkeit gegen Augenzahl, mit Linien <a>, <a>+s(a)

Ergebnis: Es zeigt sich eine Anndherung an die Gleichverteilung.

b) Untersuchung des gewiirfelten Zahlenwertes x
Anzahl der Messwerte: 240
Messwerte: (siehe Tabelle ,,Daten®)
Mittelwert: x*=3,377
Mittl. Schwankung: m(x) =1,712
Mittl. Schwankung des Mittelwertes: m(x*)=0,110




c)

d)

Berechnete Groflen:

Erwartungswert: <x>= 1/6 (1+2+3+4+5+6) = <x>=3,5
Standardabweichung: s (x) = Q<x*> - <x>?) = s(x) =1,7078
(mit <x?> = 1/6 (12+22+3?+4%+52+6?) )

Standardabw. von <x>: s(<x>) =s(x) / (240 = s(<x>)=0,1102
Diagramm: ---

Ergebnis: Erwartungswerte und ermittelte statistische Kenngrof3en
gleichen sich. Das gilt besonders fiir die Schwankung des Mittelwertes.
<s> liegt im Bereich x* + 2 m(x*).

Untersuchung der Haufigkeit h von Augensummen s in Viererwirfen
Anzahl der Messwerte: 21 (fir die 21 moéglichen Augensummen)
Messwerte: (siehe Tabelle ,,Weitere Daten: Augensummen®)

Diagramm: Haufigkeit h gegen die Augensumme s

Ergebnis: Man erkennt eine grobe Anndherung an die Normalverteilung.
Die einzelnen Augensummen sind nicht, wie oben die Augenzahlen, gleich
wahrscheinlich.

Untersuchung der Augensumme s in Viererwurfen
Anzahl der Messwerte: 60
Messwerte: (siehe Tabelle ,,Daten®)

Mittelwert: s*=13,45
Mittl. Schwankung: m(s) = 3,132
Mittl. Schwankung des Mittelwertes: m(s*) = 0,404
Berechnete Grofen:

Erwartungswert: <s>=4* <x> = <s>=14
Standardabweichung: s(s) =04 * s(x) = S(s) =3,4176
Standardabw. von <s>: s(<s>) =s(s) / 060 = s(<s>)=0,4412

Diagramm: zum Diagramm aus c¢), Eintrag der Vertikalen <s> +s(s)

Ergebnis: Erwartungswerte und ermittelte statistische KenngroBen sind
nicht weit voneinander entfernt, obwohl nur 60 Messungen durchgefithrt
wurden. Die ermittelten Groen sind damit bereits relativ gute
Schatzwerte.

<s> liegt im Bereich s* + 2 m(s¥*).

Im Diagramm aus oben zeigt sich, dass 48 von 60 Messwerten fiir s im (mit
den Erwartungsgroflen berechneten) Intervall von 11 bis 17 (<s>+5s(s))
liegen, das entspricht 80% und liegt damit sogar iiber den vorausgesagten
68% nach der (idealen) Normalverteilung.



V5.3 Computersimulation des Wiirfelns

Am Computer konnen Reihen aus jeweils 4000 Fiunffach-Wirfen simuliert
werden. Der Ausdruck zeigt zu verschiedenen Zeitpunkten die bisherigen
Ergebnisse fir s*, m(s), m(s*) an. (Die Grafiken entsprechen Diagramm c). Es ist
also moglich, das Verhalten dieser KenngréBBen in Abhéngigkeit von der Zahl der
Experimente zu untersuchen.

Die Mittelwerte s* werden in Abhingigkeit von ON aufgetragen. (N ist dabei die
Zahl der bereits abgelaufenen Wiirfe beim jeweiligen s*-Wert.) Als Vergleich sind
dargestellt: die Gerade <s> und die Kurven <s> +s(s¥).

Berechnung:

<s>=5*<x>=17,5

s(s) =0p * s(x) = 3,8188

s(s*) =s(s)/ ON in Abhéngigkeit von N

Aufgetragene Werte:
Computersimulation (Wiirfeln) - Teil A
Anzahl (GAnzahl Mittelwert s* Erwartungswert mit Abweichung
Wiirfe Exp. 1 Exp. 2 Exp. 3 <s>  [<s>+s(s*) <s>-s(s*)
20 4,47 18,050 17,850 16,950, 17,5 18,354 16,646
100 10,00 17,410 18,070 17,2800 17,5 17,882 17,118
300 17,32 17,5617 17,647 17,360, 17,5 17,720 17,280
1000 31,62 17,486 17,579 17,5615 17,5 17,621 17,379
2000 44,72 17,374 17,601 17,5624 17,5 17,585 17,415
4000 63,25 17,490 17,578] 17,477 17,5 17,560 17,440

In einer zweiten Graphik sind stattdessen die ausgegebenen Werte fiir m(s¥)
gegen ON aufgetragen. Als Vergleich dient hierbei die Kurve s(s*) =s(s) / ON.

Aufgetragene Werte:
Computersimulation (Wiirfeln) - Teil B
Anzahl (Anzahl Streuung des Mittelwerts, m(s*) Erwartungswert
Wiirfe Exp. 1 Exp. 2 Exp. 3 S(s)
20 4,47 0,705 0,966 0,793 3,8188 0,854
100 10,00 0,357 0,401 0,366 3,8188 0,382
300 17,32 0,208 0,222 0,208 3,8188 0,220
1000, 31,62 0,118 0,119 0,122 3,8188 0,121
2000 44,72 0,084 0,085 0,086 3,8188 0,085
4000, 63,25 0,060 0,061 0,059 3,8188 0,060
Die Diagramme sind auf der folgenden Seite dargestellt.

Die drei Messreihen (Simulationen) sind durch die Art der Diagrammpunkte
unterschieden; der Wert fiir N=10 bleibt unberiicksichtigt.

Man erkennt: In Teil A miussten die s*-Werte, wenn sie im Intervall <s>+s(s)
liegen sollen, sich dem Wert <s> ndhern bzw. weniger stark streuen. Man
erkennt, dass diese Streuung (bei jeweils drei Werten) tatsidchlich abnimmt und
grob innerhalb der ,Hullkurve“ bleibt. — In Teil B sollte die mittl. Streuung des
Mittelwerts fiir groBe N gegen Null gehen. Die real gemessenen Werte m(s*)
folgen diesem Kurvenverlauf und gleichen sich bei groen N sehr gut an ihren
Erwartungswert s(s) an.



V5.4 Simulation der zweidimensionalen Diffusion

Am Computer wird ein zweidimensionaler random walk fir 400 Teilchen
simuliert, das heillt die Teilchen liegen zu Beginn am Nullpunkt des
Koordinatensystems und werden dann bei jedem Schritt zuféllig in eine Richtung
bewegt. Fir jedes Teilchen werden 10000 solcher Schritte aufgezeichnet. Zu
jedem Teilchen wird auBerdem alle 10 Schritte die Entfernung R =Q(x*+y?) vom
Startpunkt gemessen. Diese R-Werte werden fiir alle Teilchen aufsummiert und
gemittelt.
Die Computerausdrucke zeigen im unteren Teil die Endpunkte aller bisher
gelaufenen Teilchen und im oberen Teil die gemittelten Werte fiir R? in
Abhéngigkeit von der Schrittzahl N. Dies wurde nach 1, 10, 100 und 400
Teilchen ausgegeben. Man erkennt, dass sich fiir die groeren Teilchenzahlen die
Schwankungen durch das Mitteln aufheben und sich eine lineare Abhéngigkeit
der (durchschnittlichen) quadratischen Entfernung des Teilchens vom
Startpunkt von der Zahl der Schritte bzw. der Zeit ergibt. Diese Abhédngigkeit
wird gerade erfasst durch die Gleichung

R** » <R?> =Qx*+y?) =s(x)?+s(y)?*=2Dt+2Dt=4Dt
(Voraussetzung fiir die Giuiltigkeit ist, dass die Teilchen im Ursprung starten, so
dass <x> = <y> = 0 und damit <R?*> =s?( R) erfullt ist.)
Aus der Geraden des letzten Computerausdrucks erhilt man die Steigung m:

m = D(R?) / D(N) = 15000 * 1E-13/ 6788 = 2,209 * 1E-13 (m? pro Schritt)
Ferner erhélt man aus der Tatsache, dass 30 Teilchenldufe (=300 000 Schritte)
30 Sekunden dauerten, den Wert 1E-04 Sekunden pro Schritt und damit:

m = 2,209E-09 (m? pro Sekunde)
Aus der oben gezeigten Geradengleichung folgt aber m =4 D und somit

D =5,522E-10 (m?* s)
Mit der Stokes-Einstein-Gleichung

D=kT/6phr,alsor=kT/6phD
und den Daten

h=1E-03kg/(m s)

T=293K

k=1,3807 E-23J /K
erhélt man fiir den Radius r der simulierten Teilchen:

r = 3,886 E-10 m = 3,886 A.



Daten - Ergebnisse der 240 Wirfe

Nr. Anzahl [1] |Anzahl [2] |Anzahl [3] [9nzahl [4] |Anzahl [5] |Anzahl [6] [Summe

1 1 1 1 1 1
2 1 1 2 16}
3| B 1 17
4 2 1 1 8
5| 1 B 23
6 2 1 1 8
7 2) 1 1 12
8 1 1 1 1 14
9 1 1 1 1 17
10 2) 1 1 13
11 1 1 1 1 12
12 2 2 12
13 1 2) 1 8
14 1 1 1 1 12
15 1 2 1 17
16 1 1 1 9
17 1 2) 1 8
18 1 3| 16
19 1 2 1 17
20) 1 2 1 17
21 1 1 1 1 12
22 1 2 1 14]
23 1 3| 17
24 2) 2 14
25 1 1 1 1 12
26 1 1 1 1 17|
217 2 1 1 10
28 1 2) 1 12
29 1 1 1 1 12
30) 1 1 2 14]
31 1 1 1 1 14
32 2 1 1 8
33 2 1 1 13
34 3| 1 11
35 1 1 1 1 11
36 1 1 1 1 17
37 1 1 1 1 14]
38 2) 1 1 15
39 1 1 1 1 14
40 1 B 14
41 1 1 1 1 11
42 1 1 1 1 13
43| 2 1 1 13
44 1 1 2 15
45 2) 1 1 15
46 1 1 2 13
47, 2) 1 1 12
48 3 1 7
49 1 1 1 1 14]
50 2) 1 1 16
51 1 1 1 1 12
52 1 2) 1 13
53] 1 1 1 1 14]
54] 3| 1 21
55) 1 2) 1 14
56 1 2 1 12|
57 1 1 1 1 14]
58 1 1 1 1 15
59 1 1 1 1 18
60) 1 3| 143
Gesamt 45 46| 32 37 48 31 807}




